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О равностепенной непрерывности классов Соболева в областях с локально
связной границей
Изучается поведение гомеоморфизмов классов Соболева в замыкании заданной об-
ласти. Доказано, что замыкании областей, границы которых удовлетворяют опреде-
лённым ограничениям, указанные классы равностепенно непрерывны, как только их
внутренняя дилатация порядка p имеет мажоранту конечного среднего колебания в
каждой точке.
Про одностайну неперервнiсть класiв Соболєва в областях з локально
зв’язною межею
Вивчається поведiнка гомеоморфiзмiв класiв Орлiча–Соболєва в замиканнi заданої
областi. Доведено, що в замиканнi областей, межi яких задовольняють деякi обмежен-
ня, зазначенi класи є одностайно неперервними, як тiльки їх внутряшня порядку p має
скiнченне середнє коливання в кожнiй точцi.
On equicontinuity of Sobolev classes in domains with locally connected boundary
A behavior of homeomorphisms of Orlicz classes in a closure of a domain is investigated.
It is proved that above classes are equicontinuous in the closure of domains with some
restrictions on it’s boundaries provided that the corresponding inner dilatation of order p
has a majorant of finite mean oscillation at every point.
21. Введение. Настоящая работа посвящена изучению гомеоморфизмов с конечным
искажением, в частности, Q-гомеоморфизмов, предложенных к изучению О. Мартио и
изученных им в совместной монографии [1] (см. также [2] и [3]). Основные определения и
обозначения, использующиеся ниже, могут быть найдены в монографии [1] либо статье
[4].
В сравнительно недавней публикации одного из авторов Е.А. Севостьянова уста-
новлена равностепенная непрерывность в замыкании области некоторого класса гомео-
морфизмов (см. [4]). В данной работе мы несколько усилим упомянутые результаты,
рассматривая более широкие классы отображений, при которых они всё ещё имеют ме-
сто. В качестве основных утверждений здесь предлагаются результаты, относящиеся к
классам Соболева W 1,ploc , p > 1, в то время как классы, аналогичные рассмотренным в
[4], приводятся в качестве вспомогательных.
Напомним некоторые определения, а также приведём формулировку основных ре-
зультатов работы. Всюду далее D – область в Rn, n ≥ 2, m – мера Лебега в Rn. Пусть
U – открытое множество, U ⊂ Rn, u : U → R – некоторая функция, u ∈ L 1loc(U).
Предположим, что найдётся функция v ∈ L 1loc(U), такая что∫
U
∂ϕ
∂xi
(x)u(x)dm(x) = −
∫
U
ϕ(x)v(x)dm(x)
для любой функции ϕ ∈ C 01 (U). Тогда будем говорить, что функция v является обоб-
щённой производной первого порядка функции u по переменной xi и обозначать симво-
лом: ∂u
∂xi
(x) := v. Функция u ∈ W 1,ploc (U), p > 1, если u имеет обобщённые производные
первого порядка по каждой из переменных в U, которые являются локально интегриру-
емыми в U в степени p. Пусть G – открытое множество в Rn. Отображение f : D → Rn
принадлежит классу Соболева W 1,ploc (G), пишем f ∈ W
1,p
loc (G), p > 1, если все координат-
ные функции f = (f1, . . . , fn) обладают обобщёнными частными производными первого
порядка, которые локально интегрируемы в G в степени p.
Отображение f : D → Rn обладает N-свойством (Лузина), если из условияm(E) = 0
следует, что m(f(E)) = 0. Отображение f : D → Rn обладает N −1-свойством, если из
условия m(E) = 0 следует, что m (f −1(E)) = 0.
Для отображений класса W 1,1loc и произвольного p > 1 корректно определена так
называемая внутренняя дилатация KI,p(x, f) отображения f порядка p в точке x,
определяемая равенствами
KI,p(x, f) =

|J(x,f)|
l(f ′(x))p
, J(x, f) 6= 0,
1, f ′(x) = 0,
∞, в остальных случаях
. (1)
Область D называется локально связной в точке x0 ∈ ∂D, если для любой окрест-
ности U точки x0 найдется окрестность V ⊂ U точки x0 такая, что V ∩ D связно, см.
[5, 6.49.I]. Следуя [6, раздел 7.22] будем говорить, что борелева функция ρ : X → [0,∞]
является верхним градиентом функции u : X → R, если для всех спрямляемых кривых
γ, соединяющих точки x и y ∈ X, выполняется неравенство |u(x) − u(y)| 6
∫
γ
ρ |dx|,
3где, как обычно,
∫
γ
ρ |dx| обозначает линейный интеграл от функции ρ по кривой γ. Бу-
дем также говорить, что в указанном пространстве X выполняется (1; p)-неравенство
Пуанкаре, если найдётся постоянная C > 1 такая, что для каждого шара B ⊂ X, произ-
вольной ограниченной непрерывной функции u : X → R и любого её верхнего градиента
ρ выполняется следующее неравенство:
1
µ(B)
∫
B
|u− uB|dµ(x) 6 C · (diamB)
 1
µ(B)
∫
B
ρpdµ(x)
1/p ,
где uB :=
1
µ(B)
∫
B
u(x)dµ(x). Метрическое пространство (X, d, µ) назовём n-регулярным
по Альфорсу, если при каждом x0 ∈ X, некоторой постоянной C > 1 и всех R < diamX
1
C
Rn 6 µ(B(x0, R)) 6 CR
n .
Замечание 1. Одним из примеров n-регулярного по Альфорсу пространства относи-
тельно евклидовой метрики и меры Лебега в Rn, в котором выполнено (1; p)-неравенство
Пуанкаре, является единичный шар Bn, см. [7, предложение 2.1].
Согласно [1, разд. 6.1, гл. 6], будем говорить, что функция ϕ : D → R имеет конечное
среднее колебание в точке x0 ∈ D, пишем ϕ ∈ FMO(x0), если lim
ε→0
1
Ωnεn
∫
B(x0,ε)
|ϕ(x) −
ϕε| dm(x) <∞, где Ωn – объём единичного шара B
n в Rn и ϕε =
1
Ωnεn
∫
B(x0, ε)
ϕ(x) dm(x).
Пусть (X, d) и (X ′, d ′) — метрические пространства с расстояниями d и d ′, соответ-
ственно. Семейство F отображений f : X → X ′ называется равностепенно непрерыв-
ным в точке x0 ∈ X, если для любого ε > 0 найдётся δ > 0, такое, что d
′ (f(x), f(x0)) < ε
для всех f ∈ F и для всех x ∈ X таких, что d(x, x0) < δ. Говорят, что F равностепенно
непрерывно, если F равностепенно непрерывно в каждой точке из x0 ∈ X. Всюду да-
лее, если не оговорено противное, d – одна из метрик в пространстве простых концов
относительно области D, упомянутых выше, а d ′ – евклидова метрика.
Для числа p > 1, областей D, D ′ ⊂ Rn, b0 ∈ D, b
′
0 ∈ D
′ и произвольной измеримой
по Лебегу функции Q(x) : Rn → [0,∞], такой, что Q(x) ≡ 0 при x 6∈ D, обозначим
символом Fp,b0,b ′0,Q(D,D
′) семейство всех гомеоморфизмов f : D → D ′ класса W 1,ploc
в D, f(D) = D ′, таких что KI,p(x, f) 6 Q(x) и f(b0) = b
′
0. Справедливо следующее
утверждение.
Теорема 1. Пусть n > 2, n − 1 < p 6 n, область D имеет не менее одной конеч-
ной граничной точки, D локально связна на границе, область D ′ ограничена и кроме
того, D ′ является n-регулярным по Альфорсу пространством с евклидовой метрикой
и мерой Лебега в Rn, в котором выполнено (1; p)-неравенство Пуанкаре. Пусть также
Q ∈ FMO(D), либо Q ∈ L1loc(D) и в каждой точке x0 ∈ D при некотором ε0 = ε0(x0) > 0
и всех 0 < ε < ε0
ε0∫
ε
dt
t
n−1
n−p q
1
p−1
x0 (t)
<∞ ,
ε0∫
0
dt
t
n−1
n−p q
1
p−1
x0 (t)
=∞ ,
4где qx0(r) :=
1
ωn−1rn−1
∫
|x−x0|=r
Q(x) dHn−1. Тогда каждый элемент f ∈ Fp,b0,b ′0,Q(D,D
′) про-
должается до непрерывного отображения f : D → D ′, при этом, семейство отображе-
ний Fp,b0,b ′0,Q(D,D
′), состоящее из всех продолженных таким образом гомеоморфизмов,
является равностепенно непрерывным, а значит, и нормальным в D.
2. Основные леммы. Равностепенная непрерывность кольцевых гомеомор-
физмов. Пусть E, F ⊂ Rn – произвольные множества. Обозначим через Γ(E, F,D)
семейство всех кривых γ : [a, b] → Rn, которые соединяют E и F в D, т.е. γ(a) ∈ E,
γ(b) ∈ F и γ(t) ∈ D при t ∈ (a, b). Дальнейшее изложение существенно опираются
на аппарат нак называемых Q-гомеоморфизмов относительно p-модуля (см. [1, гла-
ва 7]). Дадим определение этого класса отображений. Пусть x0 ∈ D, тогда отображение
f : D → Rn будем называть кольцевым Q-отображением относительно p-модуля в
точке x0, если для каждых 0 < r1 < r2 < d0 := sup
x∈D
|x− x0|
Mp(f(Γ(S1, S2, D))) 6
∫
A(x0,r1,r2)∩D
Q(x)ηp(|x− x0|)dm(x) , (2)
где
A(x0, r1, r2) = {x ∈ R
n : r1 < |x− x0| < r2} , (3)
Si = S(x0, ri), i = 1, 2, и η : (r1, r2) → [0,∞] – произвольная измеримая по Лебегу
функция такая, что
r2∫
r1
η(r)dr = 1 . (4)
Справедливо следующее утверждение (см. [8, предложение 4.7]).
Предложение 1. Пусть X — α-регулярное по Альфорсу метрическое пространство
с мерой, в котором выполняется (1; p)-неравенство Пуанкаре, α − 1 6 p 6 α. Тогда
для произвольных континуумов E и F, содержащихся в шаре B(x0, R), и некоторой
постоянной C > 0 выполняется неравенство Mp(Γ(E, F,X)) >
1
C
· min{diamE,diamF}
R1+p−α
.
Имеет место следующее утверждение, обобщающее [4, лемма 3.1] на случай произ-
вольного порядка p модуля семейств кривых.
Лемма 1. Пусть n > 2, p ∈ (n − 1, n], область D ⊂ Rn локально связна в точках
границы, x0 ∈ ∂D, x0 6= ∞, измеримая по Лебегу функция Q : R
n → [0,∞] равна нулю
вне области D, а отображение f : D → Rn является кольцевым Q-гомеоморфизмом
в точке x0 относительно p-модуля, таким что b
′
0 = f(b0) для некоторых b0 ∈ D и
b ′0 ∈ D
′ = f(D). Пусть также D ′ ограничена и является является n-регулярным по
Альфорсу пространством с евклидовой метрикой и мерой Лебега в Rn, в котором вы-
полнено (1; p)-неравенство Пуанкаре. Предположим, найдётся ε0 = ε(x0) > 0, такое, что
при некотором 0 < p ′ < p, ε→ 0 и некоторой постоянной K > 0 выполнено условие∫
A(x0,ε,ε0)
Q(x) · ψ p(|x− x0|) dm(x) 6 K · I
p ′(ε, ε0) , (5)
5где сферическое кольцо A(x0, ε, ε0) определено как в (3), а ψ – некоторая заданная
неотрицательная измеримая функция, такая, что при всех ε ∈ (0, ε0)
I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε
ψ(t) dt <∞ , (6)
при этом, I(ε, ε0)→∞ при ε→ 0. Тогда найдётся число ε˜0 = ε˜0(x0) ∈ (0, ε0) такое, что
при каждом σ ∈ (0, ε˜0) и любого континуума E1 ⊂ B(x0, σ) ∩D выполнено неравенство
diam f(E1) 6 C ·R
1+p−n ·K · Ip
′−p(σ, ε0) ·∆(σ, ε˜0, ε0) , (7)
где diam f(E1) – евклидов диаметр множества f(E1),
∆(σ, ε˜0, ε0) =
1 +
ε0∫˜
ε0
ψ(t) dt
ε˜0∫
σ
ψ(t) dt

p
, (8)
δ = 1
2
· d (b ′0, ∂D
′) , d – евклидово расстояние между множествами, R – радиус шара,
содержащего область D ′, а C – постоянная из предложения 1.
Доказательство. Если граница ∂D области D содержит ещё хотя бы одну точку
y0 ∈ ∂D, y0 6= ∞, введём её в рассмотрение. В противном случае полагаем y0 := ∞.
Выберем ε1 ∈ (0, ε0) так, чтобы точка b0 может быть соединена непрерывной кривой с
точкой y0, лежащей целиком в D \ B(x0, ε1), кроме своей концевой точки y0. Заметим,
что это возможно сделать, так как область D, по условию, предполагалась локально
связной в любой точке границы (см. [1, предложение 13.2, гл. 13]). Последнюю кривую
обозначим через E3. Не ограничивая общности, можно считать, что I(ε1, ε0) > 0, так
как по условию I(ε, ε0) → ∞ при ε → 0. Хорошо известно, что предельное множество
C(∂G, g) лежит на границе области G ′ := g(G), как только g : G→ G ′ — гомеоморфизм
(см., напр., [1, предложение 13.5, гл. 13]). Учитывая сказанное выше, C(y0, f) ∈ ∂D
′.
Отсюда вытекает, что найдётся точка a0 ∈ E3, такая, что
d (b ′0, f(a0)) ≥
1
2
· d (b ′0, ∂D
′) := δ , (9)
где d обозначает евклидово расстояние между множествами. Замкнутую подкривую
кривой E3, соединяющую точки a0 и b0 в D, обозначим через E2. Пусть σ ∈ (0, ε1),
E1 ⊂ B(x0, σ) ∩D — произвольный континуум.
Рассмотрим измеримую функцию
ησ(t) =
{
ψ(t)/I(σ, ε1), t ∈ (σ, ε1),
0, t 6∈ (σ, ε1) ,
где, как и прежде, величина I(a, b) определяется соотношением I(a, b) =
b∫
a
ψ(t) dt. Заме-
тим, что функция ησ(t) удовлетворяет соотношению вида (4), где вместо r1 и r2 участву-
ют σ и ε1, соответственно. Заметим, что Γ (E1, E2, D) > Γ(S(x0, σ), S(x0, ε1), D) и значит,
f(Γ (E1, E2, D)) > f(Γ(S(x0, σ), S(x0, ε1), D)), откуда
Mp(f(Γ (E1, E2, D))) 6Mp(f(Γ(S(x0, σ), S(x0, ε1), D))
6(см. [9, теорема 6.4]). В таком случае, ввиду условий (5)–(6)
Mp (Γ (f(E1), f(E2), D
′)) =
=Mp (f (Γ (E1, E2, D))) 6 Mp(f(Γ(S(x0, σ), S(x0, ε1), D))) 6 (10)
6
K · Ip
′
(σ, ε0)
Ip(σ, ε1)
= K · Ip
′−p(σ, ε0) ·∆(σ, ε1, ε0) ,
где ∆ определяется из соотношения (8). С другой стороны, по предложению 1
min{diam f(E1), diam f(E2)} 6 CR
1+p−nMp (Γ (f(E1), f(E2), D
′)) , (11)
где R – радиус шара, содержащего область D ′.
Поскольку из (10) вытекает, что Mp (Γ (f(E1), f(E2), D
′)) → 0 при σ → 0, то ввиду
(11) можно выбрать ε˜0 ∈ (0, ε1) таким, что что при каждом σ ∈ (0, ε˜0) и любого контину-
ума E1 ⊂ B(x0, σ)∩D будет выполнено следующее условие:min{diam f(E1), diam f(E2)} <
δ. Но из (9) следует, что diam f(E2) > δ и, значит, min{diam f(E1), diam f(E2)} =
diam f(E1). Тогда по неравенству (11)
diam f(E1) 6 CR
1+p−nMp (Γ (f(E1), f(E2), D
′)) . (12)
В этом случае, из (10) и (12) вытекает, что
diam f(E1) 6 C ·R
1+p−n ·K · Ip
′−p(σ, ε0) ·∆(σ, ε1, ε0) . (13)
Осталось лишь заметить, что ∆(σ, ε1, ε0) < ∆(σ, ε˜0, ε0), что следует прямо из определе-
ния величины ∆ в (8), так что из (13) вытекает соотношение (7). Лемма доказана. ✷
Для заданных областей D, D ′ ⊂ Rn, n ≥ 2, n − 1 < p 6 n, измеримой по Лебегу
функции Q(x) : Rn → [0,∞], Q(x) ≡ 0 при x 6∈ D, b0 ∈ D, b
′
0 ∈ D
′, обозначим через
Gp,b0,b ′0,Q (D,D
′) семейство всех кольцевых Q-гомеоморфизмов f : D → D ′ в D относи-
тельно p-модуля, таких что f(D) = D ′, b ′0 = f(b0). В наиболее общей ситуации основное
утверждение настоящего раздела может быть сформулировано следующим образом.
Лемма 2. Пусть p ∈ (n − 1, n], область D локально связна на границе и имеет
не менее одной конечной граничной точки, а область D ′ ограничена, имеет локально
квазиконформную границу и, одновременно, является пространством n-регулярным по
Альфорсу относительно евклидовой метрики и меры Лебега в Rn, в котором выполнено
(1; p)-неравенство Пуанкаре.
Предположим, что для каждого x0 ∈ D найдётся ε0 = ε(x0) > 0, такое, что при
некотором 0 < p ′ < p и ε→ 0 выполнено условие (5), где сферическое кольцо A(x0, ε, ε0)
определено как в (3), а ψ – некоторая неотрицательная измеримая функция, такая, что
при всех ε ∈ (0, ε0) выполнено условие (6), при этом, I(ε, ε0)→∞ при ε→ 0.
Тогда каждое f ∈ Gp,b0,b ′0,Q (D,D
′) продолжается до непрерывного отображения f :
D → D ′, при этом семейство таким образом продолженных отображений является
равностепенно непрерывным в D.
Доказательство. Каждое отображение f имеет непрерывное продолжение на D в
силу [10, лемма 1]. Равностепенная непрерывность семейства Gp,b0,b ′0,Q (D,D
′) во внут-
ренних точках области D следует, например, из [11, лемма 3].
7Осталось показать равностепенную непрерывность Gp,b0,b ′0,Q (D,D
′) на ∂D.
Предположим противное, а именно, что семейство отображений Gp,b0,b ′0,Q (D,D
′) не
является равностепенно непрерывным в некоторой точке x0 ∈ ∂D. Тогда найдутся число
a > 0, последовательность yk ∈ D, k = 1, 2, . . . и элементы fk ∈ Gp,b0,b ′0,Q (D,D
′) такие,
что d(yk, x0) < 1/k и
|fk(yk)− fk(x0)| > a ∀ k = 1, 2, . . . , . (14)
Ввиду возможности непрерывного продолжения каждого fk на границу D в терминах
простых концов, для всякого k ∈ N найдётся элемент xk ∈ D такой, что d(xk, yk) < 1/k
и |fk(xk)− fk(yk)| < 1/k. Тогда из (14) вытекает, что
|fk(xk)− fk(x0)| > a/2 ∀ k = 1, 2, . . . , . (15)
Аналогично, в силу непрерывного продолжения отображения fk в D найдётся после-
довательность x ′k ∈ D, x
′
k → x0 при k → ∞ такая, что |fk(x
′
k) − fk(x0)| < 1/k при
k = 1, 2, . . . . Тогда из (15) вытекает, что
|fk(xk)− fk(x
′
k)| > a/4 ∀ k = 1, 2, . . . , . (16)
Поскольку по условию областьD является локально связной на границе, то найдётся по-
следовательность окрестностей Vm точки x0, m = 1, 2, . . . , лежащих в шаре B(x0, 2
−m),
такая что Wm := Vm ∩ D есть связное множество при каждом m ∈ N, а так как xk
и x ′k → x0 при k → ∞, то найдётся подпоследовательность номеров mk, k = 1, 2, . . . ,
такая что xmk ∈ Wk и x
′
mk
∈ Wk. Соединим точки xmk и x
′
mk
кривой Ck, лежащей в Wk.
Тогда при достаточно больших k число 2−k меньше числа ε˜0 из леммы 1, поэтому в
этой лемме можно положить E1 := Ck. В таком случае, из леммы 1 вытекает, что
|fmk(xmk)− fmk(x
′
mk
)| 6 diam fmk(Ck) 6
6 C · R1+p−n ·K · Ip
′−p(2−k, ε0) ·∆(2
−k, ε˜0, ε0)→ 0 , k →∞ , (17)
что противоречит (16). Полученное противоречие указывает на то, что исходное предпо-
ложение об отсутствии равностепенной непрерывности семейства Gp,b0,b ′0,Q (D,D
′) было
неверным. ✷
Основное утверждение настоящего раздела может быть сформулировано следующим
образом.
Теорема 2. Пусть p ∈ (n − 1, n], область D локально связна на границе и имеет
не менее одной конечной граничной точки, а область D ′ ограничена, имеет локально
квазиконформную границу и, одновременно, является пространством n-регулярным по
Альфорсу относительно евклидовой метрики и меры Лебега в Rn, в котором выполнено
(1; p)-неравенство Пуанкаре.
Предположим,
1) Q ∈ FMO(D), либо
2) в каждой точке x0 ∈ D при некотором ε0 = ε0(x0) > 0 и всех 0 < ε < ε0
ε0∫
ε
dt
t
n−1
n−p q
1
p−1
x0 (t)
<∞ ,
ε0∫
0
dt
t
n−1
n−p q
1
p−1
x0 (t)
=∞ ,
8где qx0(r) :=
1
ωn−1rn−1
∫
|x−x0|=r
Q(x) dHn−1.
Тогда каждое f ∈ Gp,b0,b ′0,Q (D,D
′) продолжается до непрерывного отображения f :
D → D ′, при этом семейство таким образом продолженных отображений является
равностепенно непрерывным в D.
Доказательство теоремы 2 сводится к тому, что условия 1) и 2), накладывающие
ограничения на функцию Q, влекут выполнение условий (5)–(6). Действительно, пусть
вначале имет место условие 1). Не ограничивая общности, можно считать, что x0 = 0.
Пусть Q ∈ FMO(0) и ε0 < min { dist (0, ∂D) , e
−1} . На основании [1, следствие 6.3, гл.
6] для функции 0 < ψ(t) = 1
(t log 1t )
n/p будем иметь, что
∫
ε<|x|<ε0
Q(x) · ψp(|x|) dm(x) =
∫
ε<|x|<ε0
Q(x) dm(x)(
|x| log 1
|x|
)n = O(log log 1
ε
)
при ε→ 0. Заметим также, что при указанных выше ε выполнено ψ(t) ≥ 1
t log 1
t
, поэтому
I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε
ψ(t) dt ≥ log
log 1
ε
log 1
ε0
. Тогда
∫
ε<|x|<ε0
Q(x) · ψp(|x|) dm(x) ≤ C · I(ε, ε0)
при ε → 0. Таким образом, мы имеем соотношения вида (5)–(6), а, значит, в ситуации
1) заключение теоремы 2 вытекает из леммы 2.
Покажем, что аналогичное заключение можно сделать и в случае 2). Положим в
этом случае
ψ(t) =
{
1/[t
n−1
p−1 q
1
p−1
x0 (t)] , t ∈ (0, ε0) ,
0 , t /∈ (0, ε0) .
(18)
Тогда ввиду теоремы Фубини∫
ε<|x−x0|<ε0
Q(x) · ψp(|x− x0|) dm(x) = ωn−1
ε0∫
ε
dr
r
n−1
p−1 q
1
p−1
x0 (r)
= ωn−1 · I(ε, ε0) ,
где, как и прежде, величина I(a, b) определяется соотношением I(a, b) =
b∫
a
ψ(t) dt, а
ωn−1 – площадь единичной сферы в R
n. Следовательно, вновь выполнены соотношения
(5)–(6), а, значит, в ситуации 2) мы также получаем интересующее нас заключение из
леммы 2. ✷
4. Доказательство основного результата – теоремы 1. Для доказательства
теоремы 1 покажем, что каждое отображение f ∈ Fp,b0,b ′0,Q(D,D
′) принадлежит так-
же классу Gp,b0,b ′0,Q (D,D
′) (см. определения этих классов перед теоремой 1 и перед
леммой 2). Действительно, пусть f ∈ Fp,b0,b ′0,Q(D,D
′), тогда в частности, f ∈ W 1,ploc ,
p > n − 1. Отсюда ввиду [12, теорема 1.1] f −1 ∈ W 1,1loc . Поскольку отображение f об-
ладает N -свойством Лузина, в силу замены переменной под знаком интеграла (см. [13,
9теорема 3.2.5]) для любого компакта K ⊂ f(D)∫
K
‖g ′(y)‖pdm(y) =
∫
f −1(K)
KI,p(x, f)dm(x) <
∫
f −1(K)
Q(x)dm(x) <∞ ,
где g(y) = f −1(y), откуда f −1 ∈ W 1,ploc . Кроме того, так как f ∈ W
1,p
loc , p > n − 1, то f
является дифференцируемым почти всюду (см. [14, лемма 3]).
Таким образом, f является дифференцируемым почти всюду отображением, обла-
дающим N - и N −1-свойствами Лузина, таким что f −1 ∈ W 1,ploc и KI,p(x, f) 6 Q(x),
а указанные отображения удовлетворяют неравенствам вида (2), что следует из [15,
теорема 2.2]. Таким образом, Fp,b0,b ′0,Q(D,D
′) ⊂ Gp,b0,b ′0,Q (D,D
′) и, значит, заключение
теоремы 1 вытекает из теоремы 2. ✷
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